11. Chemische Reaktionen als stochastischer Prozef3

Einfachstes Beispiel: Irreversibler Zerfall eines Stoffes A in einen Stoff B: 4 —» B

Deterministische Behandlung:

d_
dt

_d_B; i(A+B):0 , A+ B=C=konst.
dt ~ dt

A, B: Konzentrationen, C: Gesamtkonzentration

k: kinetische Konstante: [k] =5

A@t) = Aoe_kt mit Ay = A(t =0) Anfangskonzentration

t1/2 t

Ay Ay —kt In2 .
A(tl/Z)ZT ) 7:1408 1/2 , an:ktl/z , t1/2 :7, Halbwertzeit

Die stochastische Beschreibung dieses sehr einfachen Prozesses ist wesentlich aufwendiger.
Wir verwenden dazu die Master-Gleichung und die Methode der Erzeugenden Funktionen.
Eine stochastische Beschreibung ist (wie wir sehen werden) besonders dann von Interesse,

wenn die Teilchenzahlen klein sind. Fluktuationen spielen eine grof3e Rolle .
n: Anzahl der Teilchen der Sorte 4

Es gibt die folgenden Zusténde:



PO) P1) P2 PR3 P4), ..

Y

P(n): Wahrscheinlichkeit dafiir, dass n Teilchen der Sorte A vorhanden sind.
P(n) ist zeitabhingig, d.h. P = P(n,t). Anderung von P(n,t)auf zweierlei Weise moglich:

1. Es sind n+1 Teilchen A vorhanden und 1 Teilchen zerfillt in B, = Ein Zustand mit n+1

Teilchen 4 geht in einen Zustand mit n Teilchen 4 {iber, also: P(n,t) wichst.

2. Es sind n Teilchen vorhanden und 1 Teilchen zerfillt in B, = Ein Zustand mit » Teilchen 4

geht in einen Zustand mit n-1 Teilchen iiber, also: P(#n,f) sinkt.

2. 1.
¥ N\ r 1\
n-1 n n+l

o 1 2 3 4 5

dP(n,t)
dt

= Wa,n+l P(n + 19t)_ Wn—1,n P(l’l,t)
1. 2.

w; ;41 - Ubergangsraten

Es gilt: w, .1 ~(n+1) und w,_; , ~(n), denn es gibt n+1 bzw. n Moglichkeiten fir einen
Zerfall.
Proportionalitdtskonstante sei k: Rate, mit der ein bestimmtes Teilchen zerfillt.

dP(n,t)
dt

= k(n+1)P(n +1,t)— knP(n,z)



Wir setzen voraus, dafl am Anfang (¢ = 0) genau n( Teilchen vorhanden sind, d.h.
P(no,t = 0)=1 ,und P(n,t =0)=O (fir n<ng)

auBBerdem gilt P( n,t): 0, fiir n> n( und alle Zeiten ¢, da keine Teilchen 4 neu gebildet

werden.
Es gibt auch den Zustand n =0, d.h. die Master-Gleichung ist hier ein lineares System von

no +1 Differentialgleichungen. Trotzdem findet man, auch wenn n( sehr groB ist, eine

Losung unter Verwendung der Methode der erzeugenden Funktionen.

o
Da P zeitabhingig:  G(s,t)= > s" P(n,t)
n=0

n ng
0G _ 5 g PU) S ol )P+ 1,0)- Pt wobei: Plng +1,1)=0
n=0 n=0

Diese Gleichung ldsst sich leicht iiberfiihren in:

oG _I{GG 6G}

_ = —_y—
ot os Os
oG oG . : . . . o . .
Y k(l - S)G_ , partielle Differentialgleichung mit den unabhéngigen Variablen s und
s
t.

Bei der Losung partieller Differentialgleichungen bendtigt man (wie bei der Losung

gewohnlicher Differentialgleichungen) Anfangswerte.

oy
Gls,t=0)=>"s"P(n0), esgalt: P(n,0)=0 , n<ny , Pny,0)=1
n=0



G(s,O)z 510

Zur Losung der Differentialgleichung verwenden wir eine Variablentransformation:
T=kt; o= —ln(l —s)

3G 3G dr G,
ot Or dt Ot

oG _2Gdo G 1

5_80' ds 0o l-s

6_G:a_G.k:k(1_S)6_G:k(1_s).a_G. 1
ot ot os oo (1-5)

oG oG . : . . : : : :

F = P einfache partielle Differentialgleichung (einfachste, die man sich vorstellen kann)
T OO

Sie wird durch alle Funktionen gelost, die von o und 7 in der folgenden Weise abhéngen:

Glo,7)= G[a + Z'] , denn:

y
9 _dGay_dG  0G_dG iy _dG
or dy 0t dy ’ 0o 0Oy 0o dy

Berticksichtigung der Anfangswerte:
Mit o = —ln(l - S) gilt

s=1-e

und wegen G(s,0)=s"0

Glo,7) ;=0 = G(o,0)= (1 —e 7 )no :

Wegen der Eigenschaft: G(o,7)=G(o + 7)



gilt: G (a, Z') = (1 - e_(U+T) )"0 = (1 —e’ e__z}no

1-s

Riicktransformation:
G(S,t) = [1 —(1- S)e_kt ]”0

Damit haben wir die erzeugende Funktion gefunden, die alle Eigenschaften der Verteilung
P(n,t) enthilt.

1. Man sieht sofort, dass die Normierungsbedingung G(S,t} ¢=1 = lerfiillt ist:

2. Berechnung der Mittelwerte

__0G -1

n=— :no[l—(l—s)e‘kt]"o e
0 s=1

n= noe_kt , wie im deterministischen Fall

3. Mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert
, [8%G oG (anz
o= +———
asz Os Os
s=1

2 _
—aa 2G = no (no - 1)[1 — (1 - S)e_kt ]”0 26_2kt
AY

=ng(ng ~1)e "
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2 —2kt

o =-ngpe + noe_kt

Uzznoe_kt(l—e_kt), t=0:02:O, t—>0:i0>=0



Der Zeitverlauf von o2 ist etwa der folgende:

62“
- [
2
407 e 1ok 2 g
dt
~1+2¢% =0, t_h%ztl/z

Bei hohen Teilchenzahlen zu Beginn (no >> 1) wird die relative Streuung sehr gering, d.h.

deterministische Behandlung ist gerechtfertigt.

Allgemein gilt:

(z]_ \/a e—kt (l_e—kt) ~ 1 l_e—kt
7 n, e—kt \/Z e—kt

o |e"-1 :
—= , monoton steigend
n n,

Schlussfolgerung: das Ergebnis der deterministischen Beschreibung wird mit der Zeit immer

unsicherer.



Es gibt einen Zeitpunkt, ¢ =1;,;,, wo o=n:

Ktyig
e -1 . In{ng +1
no k
wenn ng =1:t5,; = tl/2
falls  ng>>1: Uit >>1y/2 » d.h. in makroskopischen Systemen gilt die

deterministische Beschreibung bis zu Zeiten, die sehr grof3 sind im Vergleich zur

Halbwertzeit.

In dem hier betrachteten Fall erhdlt man mittels der erzeugenden Funktion relativ leicht einen

expliziten Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Glsur) =~ (1—s)e™ ]

o
G(S,t): (1 —eH +s£

p q

o
G(s,t)= Z(nnoJ p" " (sq)" : binomiale Entwicklung
n=0

Gls )= "z‘)(”OJ(l I ) ésnp(n,t)

Durch Koeffizientenvergleich folgt:

P(n,t)= ("0 J (1 o )”0‘” ki

n

kt —kt

Das ist eine zeitabhingige Binomialverteilung mit: p=1-¢ "~ , g=e und p+g=1



