10. Erzeugende Funktionen

Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen und die Losung der Master-Gleichung (z.B. fiir
chemische Prozesse) wird durch die "Methode der erzeugenden Funktionen" wesentlich erleichtert.

n: Teilchenzahl einer bestimmten Sorte
P(n): Wabhrscheinlichkeit dafiir, n Teilchen einer Sorte in einem bestimmten Zustand vorzufinden.

z.B. Binomialverteilung: P(n)z n'(NL!_n)pnqN_n

. . A" . _
oder Poissonverteilung: P(n) = —'e‘k , mtA=n
n.

Die erzeugende Funktion einer Zufallsverteilung P(n) ist folgendermaflen definiert
— N
G(s)=s"= ZS”P(I’Z)
n=0

wobei s eine kontinuierlich verdnderbare Variable und s” den Erwartungswert von s” darstellt.

(Verwandt mit der charakteristischen Funktion C(p)=e"® =" P(n)e™ )

Offenbar gilt wegen der Normierung der Wahrscheinlichkeiten:

N N
G(s)| gzt = 28" P(n)| 5oy = D P(n) =1
n=0

n=0
G(S)S=1 =1

Die Kenntnis der erzeugenden Funktion erlaubt in einfacher Weise die Berechnung des

Mittelwertes und der mittleren quadratischen Abweichung:

dG 4 def. _ dG _
—1 =) ns""Pn)_=)nPn)=n dh. |—| =n
ds 5= ; ( )Sil ; ( ) ds s=1
Zweite Ableitung:

2
G =" n(n—1)s""2P(n)

ds? n
@G =N n(n=1)P(n) =3 n*P P(n)=n* -7’ d.h
el n(n—1) (n)—Zn (n)—Zn (n)=n"—n h.

s=1
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=n’-7n Nach der Definition der Standardabweichung:

Mehrdimensionale Zufallsverteilungen erhilt man z.B. bei der Betrachtung von mehreren
Molekiilsorten, d.h. P = P(nl, Ny ooy Ny ):

Nl N2 m

G(sl,sz, ,sm) Z z Zslnls 2...smn’”P(n1,...,nm)

n =0 ny=0 n,,=0
Beispiele:

1. Erzeugende Funktion der Binomialverteilung

!

N! N-
P _ n n
(n) (N —n) P q

mit p+gq=1

G(s)= Z ,(N )S”p”qN_” = (sp+q)' Esgiltt G(s)ymy =(p+q)" =1

Gl Weprayp],=np

dS s=1
= IZ\’(N - 1)(Sp +q) 7 p? :L:l =N (N - l)p2 Nach dem obigen erhalten wir:
2 |4’ 4G (4G ) 2 2
c” = — = | :N(N—l)p +Np-N-p
L ds? ds ds J 1
S=

2 2 2 2 2
=N” p* =Np* +Np-N* p” =Np(l- p)= Npq
o’ = Npq , wie gehabt.
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2. Erzeugende Funktion der Poissonverteilung:

—n
n —

P(n)=?e_”

G(S)=is"P(n)=i(Sﬁ) -n :e—nii)”_ 71 o
n=0 n=0 n! n=0 n!

G(s) Sl

Eigenschaften: G(s)| o =1, 2
s

s=1

o2 77—} :( G dG (dGJﬂ DGR iR )

L ds Js:l

cl=7,wie gehabt

Oft kann man auch die "inverse Aufgabe" 16sen:
Gegeben sei eine erzeugende Funktion G(s) - wie sieht die zugehorige Verteilung P(n) aus?

Aus der Entwicklung der erzeugenden Funktion in eine Taylor-Reithe um s =0:

S oG 1 ,d’G
;s P(n)s G(s): G(O)+sgs0 ESZ 1

s=0 s=0

mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir:

1 d"G
P(n)=—
() n! ds”

s=0
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Beispiel:

G(s)= (sp + q)N gegeben.

1 | N a
PO :—G = N LN e N N-n
0) 0! q 1 Ln!(N—n) 1 JH

s=0 =

N!

ldG -1 N-1 ~ . N-1
Pl)=—"- =N = N A
0)=1— y (p+a)" pl.o=Ng""p T
1d2G| N(N-1) 2 5 N(N-1) N2 2 N! v
P2 - — = _ = L
@)= e (p+a) P =———a""p T

N!' N(N-I)
2A(N=-2) 2

Analog zu der Charakteristischen Funktion, hat die erzeugende Funktion folgende niitzliche

Eigenschaften:

1. Nullpunktverschiebung und Multiplikation mit einer Konstanten:

Die Verteilung einer Zufallsvariablen » besitzt die erzeugende Funktion G(s) .

Dann besitzt die Verteilung der Zufallsvariablen n'=an +b die erz. Funktion G'(s)=s" G(v" )

Das ist z.B. niitzlich wenn man die erzeugende Funktion einer gegebenen Verteilung aus der der (in

entsprechenden Tabellen zu findenden) normierter Verteilung (7 =0, o =1) ermitteln mochte.

2. Addition unabhédngiger Zufallsvariablen:

Seien n, und n, unabhdngige Zufallsvariablen deren Verteilungen die erzeugenden Funktionen
G, (s) und G, (s) besitzen.
Konstruiert man daraus die Zufallsvariable n'=n, +n, (mit zuféllig ausgewéhlten n,, n,)

dann besitzt deren Verteilung die erzeugende Funktion G'(s): G, (S) G, (s)

Die Kenntnis der erzeugenden Funktion erlaubt dann z.B. die Berechnung der Momente der

Verteilung, oder evtl. die Rekonstruktion der Verteilung selbst.
(Ein Beispiel fiir n' =n, +n, ist eine Variable, die sich aus der Summe zweier Messwerte ergibt.

Diese konnen auch sehr unterschiedlichen Verteilungen gehorchen.)
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