9. Grundlagen der Theorie stochastischer Prozesse

Chapman-Kolmogorov'sche Gleichung und Master-Gleichung

Mit Ausnahme der Brown'schen Bewegung haben wir uns bisher bei der statistischen
Beschreibung auf Gleichgewichtszustinde beschrinkt. Die Gleichgewichtsverteilungen waren
unabhingig von der Zeit ¢.

Ausgehend von einem bestimmten Zustand bleiben die Wahrscheinlichkeiten P, ein System
in einem bestimmten Zustand Z; anzutreffen, i.a. nicht konstant. Z. B. Aufenthalt von n

Teilchen in zwei voneinander nicht durch eine Barriere getrennten Teilvolumina 7} und V5.
Befinden sich fiir # =¢( alle Teilchen in 7} wird sich dieser Zustand durch zufillige

Bewegung der Teilchen dndern. Die fiir diese Anordnung typische Binomialverteilung stellt

sich erst fiir t — oo ein.

Wir betrachten endlich viele oder abzdhlbar unendlich viele Zustdnde Z; {iber deren

Realisierung nur Wahrscheinlichkeitsaussagen gemacht werden kdnnen.

/ \ Es konnen Ubergiinge stattfinden

(nicht alle miissen realisierbar sein).
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Wir betrachten zwei unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten:

P (¢) : Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand Z;
befindet (Aufenthaltswahrscheinlichkeit).

W;; (t,¢9) : Wahrscheinlichkeit, das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand Z; zu finden unter

der Voraussetzung, dass es sich zu Zeitpunkt 7g <¢ im Zustand Z ; befand,

Ubergangswahrscheinlichkeit, (eine bedingte Wahrscheinlichkeit).
Es gelten offenbar die Regeln:

1) Z t to . Wy (t,2, +Z (t,t9)=1, Summation iiber den 1. Index von Wi

i#j
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Ein System, das sich zum Zeitpunkt # = in Z; befand, verbleibt entweder in diesem

Zustand (W ) oder geht in einen anderen Zustand iiber (Wl-j N )

2) P(t)= z (t,2,) P, (1) B(t) = W, (2,1, P(IO)+Z (t,10)P; .(ty) , Summation liber den 2. Index
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P (t) : Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
(System verbleibt in Z;, oder es erfolgen Ubergénge nachZ; : Z iz

3) Wy (t, to ) >0 (es gibt keine negativen Ubergangswahrscheinlichkeiten)

Die Gréfien Wj; kénnen als Elemente einer Matrix (quadratische Matrix) aufgefasst werden.

In der Regel beschriinkt man sich auf die Situation, wo die Ubergangswahrscheinlichkeiten
nur von der Zeitdifferenz ¢ —#, abhingen.

Wi (t,10) =Wy (t 1)

(Annahme dhnlich wie bei autonomen Systemen in der Theorie deterministischer Prozesse.)

Die Uberginge von Z j nach Z; im Zeitintervall ¢ —¢y konnen tiber verschiedene

Zwischenzusténde erfolgen.

zu anderen Zustanden als
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Daraus folgt: ij z W,g t—1ty)

mit ¢ > 2t . Das ist die sogenannte Chapman-Kolmogorov'sche Gleichung.
Um daraus eine Dgl. fiir P, (¢) abzuleiten, betrachten wir kleine Zeitintervalle At =¢ —¢; und

setzen ¢y =0.

Wy ()= Z (A0 (¢ — A1)
parn 4
Wir multlphzleren mit P;(0):
Wy (0P;(0) = D" Wy (AW, (1 = A)P; (0)

k -t

und summieren iiber alle j auf:

z 1 (OP;(0) = z (A Wk/(t At)P;(0)
J
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Wir verwenden dle Eigenschaft 2), nimlich: P(1)= Z (t—1)P;(19) = ZWA(t)Pj(O)

D WP (0)= > Wy (At{z Wt - Ar)P, (O)J
J k j

P(1) P, (t-At)

Z 1 (A0)P, (¢ — Ar)

P(6) =W (AP (t = At) + 3" Wi (AP (¢ = At
k#i

auflerdem die Eigenschaft 1) in der Form: W; =1- z Wi
k#i

P(1)=1-P(t = M) = Y W (APt~ Ar) + 3 Wy (AP (¢ — Ar)

k#i k#i
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At —>0:
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o . lim (W, (At ,
Das ist die Master-Gleichung: Darin ist  w;, = Wi (A1) die
At -0 At

Ubergangswahrscheinlichkeit/Zeiteinheit=Ubergangsrate

Master-Gleichung: lineares Dgl.-System fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Die Anderung von P; ergibt sich durch Betrachtung aller Ubergiinge, die aus Zustéinden Z;,

nach Z; fiihren, minus allen Ubergingen, die von Z; zu Zustinden Z fiihren mit k #1i .
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